
9

REITUMESCUELA DE INGENIERÍAS Y TECNOLOGÍAS

9

Miguel Ángel Hurtado Benavides
mangelhb@unimonserrate.edu.co
Fundación Universitaria Monserrate – Unimonserrate



10

REITUMESCUELA DE INGENIERÍAS Y TECNOLOGÍAS

10

Resumen

Los polinomios de Hermite son importantes en algunos campos de 
las matemáticas, como probabilidad, teoría de error y ecuaciones di-
ferenciales; ciencias, física cuántica; química; e ingeniería, como la 
computación y aplicaciones de las anteriores mencionadas. El objetivo 
de este escrito es presentar una forma novedosa de obtener los poli-
nomios de Hermite, mediante recurrencias integrales y mostrar una 
aplicación a la computación científica a través de su codificación, para 
llegar a objetos matemáticos relacionados como la integral de Gauss, 
la distribución de probabilidad normal y la función error.

Palabras clave: Polinomios de Hermite; recurrencia integral.

Abstract

Hermite polynomials are of fundamental importance in many fields of 
mathematics, such as probability, error theory and differential equations; 
in science, such as quantum physics and chemistry; and in engineering, 
such as computing and applications of the above mentioned. Therefo-
re, the study of this family of polynomials is always relevant. The objective 
of this paper is to present a novel way of obtaining Hermite polynomials 
by means of integral recurrences and to show an application to scientific 
computing through the codification of said recurrences, with which ma-
thematical objects related to such polynomials such as the Gauss integral, 
the normal probability distribution and the error function are reached.

Keywords: Hermite polynomials; integral recurrence.
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Introducción

Academia (2023) menciona que los polinomios de Hermite fueron de-
finidos por Pier Simón en 1810 y estudiados en 1859 por Pafnuty Cheb-
yshev. Al parecer el trabajo de Chebyshev pasó desapercibido, pues 
más tarde recibieron el nombre de Charles Hermite, quien los descri-
bió en su forma multidimensional en 1865. Los polinomios de Hermite 
son importantes por sus variadas aplicaciones en probabilidad, como 
la obtención de los valores de la distribución normal; en física, en las 
funciones de onda de un oscilador cuántico (Álvarez, 2021); en la teoría 
de grafos, en la combinatoria de un gráfico simple (Patarrollo, 2019). 
Además, estos polinomios tienen aplicaciones en computación cien-
tífica, como se muestra en los lenguajes de programación de Python 
(2022); Wolfram (2023) y Matlab (2023), donde se encuentran alojadas 
librerías con programas basados en las propiedades matemáticas de 
estos polinomios, proporcionando métodos numéricos estándar para 
la solución de integrales indeterminadas o como la que expone Saenz 
(2019) la cuadratura de Gauss.

Los polinomios de Hermite aplicados a la probabilidad (Patarroyo, 
2019) aparecen definidos a continuación:

 Definición 1

Los polinomios de Hermite es una sucesión {Hem (x)}m≥0 que se defi-
nen en el intervalo -∞< x <∞ , mediante la serie generadora:

Función de distribución de probabilidad normal estándar de Gauss

La función de densidad de probabilidad normal estándar de 
Gauss, φ(t), surge de forma natural de la serie generadora Hem (x,t), eva-
luada para x = 0 y multiplicando por 1/√2π, esto es:

Ahora, integrando en el intervalo de [0, z] con respecto a la variable 
t, se llega a la función de distribución de probabilidad normal estándar 
de Gauss, esto es:
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Una representación gráfica de esta integral es el área bajo la curva 
de la función φ(t), en un intervalo dado de [0,z], cuyo valor es la probabi-
lidad de que ocurra un evento con una distribución normal estándar, 
lo cual se escribe como P[0≤ Z ≤z]. En la siguiente figura se ejemplifica 
P[0≤ Z ≤2].

Figura 1. Representación gráfica de P[0≤ Z ≤2]

Fuente: elaboración propia.

Por otro lado, los polinomios de Hermite aplicados a la física aparecen 
definidos en Romano y Rota (1978) de la siguiente manera:

 Definición 2

Los polinomios de Hermite {Hm (x)} m≥0 se definen en el intervalo -∞< x <∞ 
,mediante la serie generadora:

En particular, para x = 0, esta serie se relaciona con la función error 
de Gauss erf(z).

Función error de Gauss

La función error de Gauss "erf(z)" se define como la integral defini-
da (Cruz y Tetlalmatzi, 2015),
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Una representación gráfica de los valores numéricos de erf(z) es-
tán dados por el área bajo la curva de tipo campana de Gauss como se 
presenta a continuación:

Figura 2. Representación gráfica de erf(2)

Fuente: elaboración propia.

No existe método analítico para solucionar las integrales defini-
das de la función de distribución de probabilidad y de la función error 
de Gauss. Por eso, en la literatura existen métodos numéricos para dar 
valores de aproximación, por ejemplo, por medio de polinomios de 
MacLaurin o de Taylor para la función exponencial.

En Cruz y Tetlalmatzi (2015) se demuestra el caso particular de la 
integral impropia, llamada integral de Gauss, que tiene el siguiente 
resultado:

Transponiendo términos se tiene que,
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Con lo cual se tiene un valor importante del área bajo toda la cur-
va de la función error.

Por otro lado, para obtener valores aproximados de esta integral 
en un intervalo definido, es decir, valores de la función erf(z), y de los 
valores de la función de distribución estándar, es a través de trunca-
mientos de las series generadoras H(0,t),He(0,t) respectivamente. Para 
esto es necesario obtener los polinomios de Hermite, que pueden ge-
nerarse desde diversos métodos, según la literatura. En este escrito se 
opta por un método a través de recurrencias integrales, que se deduce 
y se demuestra en Hurtado (2020):

Primera recurrencia integral de polinomios de Hermite

La sucesión {Hem (x)} m≥0 de polinomios de Hermite para aplicacio-
nes en probabilidad satisface la recurrencia integral:

Segunda recurrencia integral de polinomios de Hermite

La sucesión {Hm (x)} m≥0, de polinomios de Hermite para aplicaciones en 
física satisface la recurrencia integral:

Por ejemplo, mediante estas fórmulas de recurrencias integrales 
se tienen los primeros polinomios de Hermite correspondientemente:

y
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En este artículo se aplican las anteriores recurrencias integrales, 
las cuales son novedosas en cuanto a la forma de obtener los polino-
mios de Hermite, este tipo de recurrencias integrales también se de-
muestran en Carrillo y Hurtado (2021) a través de los funcionales que 
definen las series generadoras de las sucesiones de Appell. En par-
ticular, la sucesión {Hem (x)} m≥0 conforma una sucesión de Appell, esto 
significa que:

Esto se puede verificar de forma inmediata derivando la primera 
recurrencia integral de polinomios de Hermite.

Justificación

Para Olvera, Rodríguez, González y Gutiérrez (2014), la computación en 
la ciencia es la disciplina que estudia el manejo y la aplicación de las 
disciplinas en que está basada las matemáticas y las ingenierías, así 
como el estudio de productos y procedimientos, como los algoritmos 
basados en fórmulas y propiedades matemáticas. Por su parte, Gallo 
(2023) destaca que parte de la evolución de las computadoras se dio 
gracias al ingenio y creatividad de matemáticos que aplicaron sus co-
nocimientos a la computación; por otro lado, Calvo y Calvo (2020) men-
cionan la importancia de llevar a las aulas el estudio de la mecánica 
cuántica. Este panorama justifica este trabajo, en particular sobre las 
aplicaciones en computación científica que pueden tener las aludidas 
recurrencias integrales que generan los polinomios de Hermite. 

Objetivo

Cada vez que aparece un nuevo método, algoritmo o fórmula para ma-
nipular un objeto matemático, surge el cuestionamiento sobre la na-
turaleza del procedimiento respecto a su aplicabilidad en las ciencias 
e ingeniería, en la operatividad y sus propiedades, en su comprensión 
en cuanto lo cognitivo, en la facilidad de su codificación en programa-
ción; todo esto para sacar el mayor provecho de sus bondades encon-
tradas. A partir de la bibliografía consultada, surge la pregunta proble-
ma: ¿Cómo medir la convergencia de los objetos relacionados con los 
polinomios de Hermite a través de recurrencias integrales?

Para dar respuesta a la pregunta problema, en este trabajo se pro-
pone como objetivo: “medir la convergencia de los objetos relaciona-
dos con los polinomios de Hermite a través de recurrencias integrales”. 
El documento está dividido en tres secciones: metodología, resulta-
dos, discusión y conclusiones.
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Metodología

Este trabajo es una investigación aplicada sobre la investigación reali-
zada por Hurtado (2020). Según Ortega (2023), la investigación aplica-
da tiene como finalidad aplicar conocimientos científicos hallados en 
una investigación básica. En particular, este escrito está enfocado a la 
aplicación en la computación científica del método para obtener los 
polinomios de Hermite a través de recurrencias integrales, avanzando 
en el conocimiento de las propiedades y aplicaciones de estos.

Un equipo idóneo para evidenciar la aplicabilidad de las recurren-
cias integrales de polinomios de Hermite en la computación científica 
es un software de lenguaje de programación. Para esta investigación 
se opta por usar el lenguaje de programación de Python 3.0, alojado 
en cuadernos de Google Colaboratory (2020), pues en este se encuen-
tran programados objetos que arrojan los valores numéricos de erf(z), y 
de P[0≤ Z ≤z], con lo cual se pueden hacer de forma inmediata compa-
raciones gráficas y análisis numérico y cota de error.

Mediante comando de Python statistics (2022), se obtienen algu-
nos de los valores de la función distribución de probabilidad normal 
estándar, a saber P[0 ≤ Z ≤ 9]. El programa y los mencionados valores se 
encuentran en la siguiente figura:

 
Figura 3. Comando de Python que arroja los valores P[0 ≤ Z ≤ 9]

Fuente: elaboración propia.

Para valores Z ≥ 9, el programa redondea a 0.5, es decir, P[0 ≤ Z ≤ ∞] 
= 0.5.
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Por medio del comando de Python math.erf() Method (2022), se 
obtienen algunos valores de erf(z), como se muestra en la siguiente fi-
gura:

Figura 4. Comando de Python que arroja valores de erf(z)

Fuente: elaboración propia.

Las hipótesis que se tienen para esta investigación son las siguientes: 

 Hn: Los objetos relacionados con los polinomios de Hermite 
no se pueden aproximar a través de recurrencias integrales.

 Ha: Los objetos relacionados con los polinomios de Hermite 
se pueden aproximar a través de recurrencias integrales.

Para aceptar o rechazar la hipótesis nula, se propone aplicar las 
recurrencias integrales de polinomios de Hermite a través de la cons-
trucción de un instrumento de investigación, que consiste en la pro-
gramación del algoritmo de recurrencia integral de estos y los objetos 
matemáticos derivados, para luego implementarlo y recoger los datos 
simbólicos, gráficos y/o numéricos que arroje. La estrategia es: analizar 
las aproximaciones de las representaciones gráficas, luego, comparar 
las aproximaciones numéricas que arroja el instrumento, con respecto 
a los valores expuestos en las figuras 3 y 4; y por último analizar la com-
plejidad del algoritmo de recurrencia.

El instrumento de investigación debe arrojar los primeros h poli-
nomios de Hermite a través de las recurrencias integrales, según sea el 
caso de aplicación. A partir de estos, se dan aproximaciones o trunca-
mientos a las funciones erf(z), φ(t), y P[0 ≤ Z ≤ z], esto es:
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Como los valores que arroja el comando de Python es P[0 ≤ Z ≤ 9], se 
debe buscar un valor h que se aproxime a la gráfica de φ(9).

Después de obtener dicha aproximación gráfica, se propone rea-
lizar primero una búsqueda de un valor menor a α = 1.0 X 10-15  como in-
dicador de prueba de precisión, entre los valores que arroje la función 
programada, con respecto, a los valores que arrojen el comando aloja-
do en las librerías de Python. Una forma de obtener valores αh menores 
al indicador de prueba α, es mediante la prueba del error relativo, que 
consiste en la comparación del valor relativamente exacto, con respec-
to a los valores encontrados por el objeto de prueba, la fórmula del 
error relativo es la que sigue:

Donde X es el valor relativamente exacto y, Xh son los sucesivos va-
lores de prueba, con lo cual se busca un indicador de calidad en la me-
dida (Chapra y Canale. 2007).

Según el análisis de algoritmos de Duch (2007), un código recu-
rrente de derivadas o integrales de funciones polinómicas es de com-
plejidad O(h), donde h es el grado del polinomio, entonces, como in-
dicador se tiene que el algoritmo recurrente del instrumento no sea 
mayor. 

Luego de obtener un valor del error relativo menor a α, se procede 
a mantener alojados los polinomios de aproximación a P[0 ≤ Z ≤ z] y de 
erf(z)  en dos variables correspondientes a cada uno de ellos.

Resultados

Como primer resultado es la aplicación de dichas recurrencias integra-
les para la construcción del instrumento de investigación; un segundo 
resultado es el análisis de la complejidad del mencionado algoritmo 
recurrente; y como tercer resultado, se implementa el instrumento de 
investigación para hacer un análisis numérico sobre la aproximación 
de objetos relacionados y construidos con los polinomios de Hermite. 
En la siguiente figura se ilustra el código de programación base para 
la investigación que se propone en este trabajo.
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Figura 5. Instrumento de investigación, basado en código iterativo de 
las recurrencias integrales de polinomios Hermite

Fuente: elaboración propia.

En la anterior figura, se encuentran los códigos de programación 
de dos funciones: la primera es una función realizada en lenguaje de 
programación simbólico de Sympy (2020), donde se codificó las re-
currencias integrales de polinomios de Hermite y se programaron las 
funciones polinómicas dadas por la suma de los primeros términos de 
las series generadoras He(x,t) y H(x,t) con el propósito de obtener apro-
ximaciones numéricas de las funciones erf(z), φ(t), y P[0 ≤ Z ≤ z]. El segun-
do código es una función que arroja la representación gráfica de los 
objetos matemáticos en mención, con lo cual se realizan las primeras 
aproximaciones a través de la observación del truncamiento de las se-
ries He(x,t) y H(x,t).

La función Hm toma dos parámetros “tipo” y “h” y devuelve los 
polinomios de Hermite que requiera el usuario. El primer parámetro 
indica el tipo de estos polinomios, es decir, con el número 1 se obtienen 
los polinomios He y con el número 2 los polinomios H; el segundo pará-
metro corresponde al h-ésimo polinomio que se requiere imprimir. En 
las líneas 5, 6 y 7 se encuentran las semillas o primeros valores “m” de 
los polinomios de Hermite “H” y de sus series generadoras “fgxt”. De 
la línea 8 a la 13, se encuentran codificados los algoritmos de las recu-
rrencias integrales para obtener los primeros polinomios de Hermite y 
los primeros términos de sus series generadoras. En la línea 11 se da el 
comando para derivar los polinomios, en la fila 12 se evalúa dicha deri-
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vada para x= 0, en la línea 13 se tiene codificadas las fórmulas de recu-
rrencia de los polinomios de Hermite, en la línea 15 la suma de los pri-
meros términos de la función generadora de los mismos polinomios. 
En esta misma línea 15 se tiene los valores de la anterior fila evaluados 
en x= 0, en la línea 17 se aloja el truncamiento de la función H(0,t), en la 
línea 18 se guarda la aproximación a la función de densidad o campana 
de Gauss; en la línea 19 se aloja la aproximación de la función de distri-
bución de probabilidad o la función error, según el requerimiento. Esta 
función devuelve en un vector los mencionados objetos matemáticos 
relacionados con estos polinomios, la posición [0] arroja los polinomios 
de Hermite requeridos, a saber: la posición [1] retorna la suma de los 
primeros términos de la serie generadora, [2] la misma suma evaluada 
en x= 0; con la que [3] se obtienen los polinomios que se aproximan a la 
función de densidad de probabilidad o para la función tipo campana 
de la función error; y [4] devuelve los polinomios que se aproximan a 
la función de probabilidad estándar P[0 ≤ Z ≤ z] o para la función erf(z), 
según el requerimiento.

Por otro lado, el programa Grafica (F, G, w, a, b), como su nombre 
lo indica, es el código que devuelve la representación gráfica de fun-
ciones “F” y “G”, alojados en la primera y segunda entrada, cuya varia-
ble independiente se aloja en la tercera entrada y, la cuarta y quinta 
entradas son para designar el intervalo del dominio de la función que 
se quiere visualizar. 

Ejemplos de implementación de los programas Hm (tipo, h) y Gra-
fica (F, G, w, a, b).

• Para obtener los polinomios de Hermite:

Que son precisamente los polinomios de Hermite requeridos.

• Para obtener los primeros términos de las series generadoras

 • Para obtener primeros términos de las series He(0,t) y H(0,t)
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Aproximación de las funciones φ(t) , P[0 ≤ Z ≤ z] y erf(z)  

En esta sección se muestra la implementación de los programas Hm y 
Gráfica para obtener aproximaciones sucesivas de la función de den-
sidad o campana de Gauss de manera gráfica, y luego una aproxima-
ción numérica. Estos resultados se comparan respecto a los valores 
que arroja el comando de Python de la función de distribución de pro-
babilidad normal estándar y el comando para de función error.

Ahora bien, haciendo uso de las recurrencias integrales a través 
del programa expuesto en la figura 5, se obtiene las siguientes apro-
ximaciones gráficas de la función densidad de probabilidad normal 
estándar: 

Figura 6. Aproximación gráfica de la función de densidad de 
probabilidad normal estándar

Fuente: elaboración propia.

En las cuatro gráficas, la línea roja es la representación gráfica de 
la función de densidad de probabilidad normal estándar, es decir, φ(t) 
= 1/√2π e-t^2/2; y la línea azul es la aproximación polinomial de la función 
en mención a través de las recurrencias integrales de polinomios de 
Hermite.
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La primera gráfica (arriba izquierda) está dada por el polinomio 
de aproximación de grado 14; la segunda gráfica (arriba derecha) está 
dada por el polinomio de aproximación de grado 100. De estas dos pri-
meras aproximaciones se observa que la curva azul no se aproxima a la 
curva roja para valores de -6 ≤ Z o Z ≥ 6. Por tanto, estas aproximaciones 
aún no cumplen con el valor de determinación, es decir, α = 1.0 X 10-15. La 
tercera gráfica (abajo izquierda) está dada por el polinomio de aproxi-
mación de grado 200, la cuarta gráfica (abajo derecha) está dada por 
el polinomio de aproximación de grado 280. Se observa que la curva 
azul se aproxima mucho más hasta el intervalo [-8,8]. Finalmente, se 
tiene una aproximación gráfica de φ(t) en un intervalo que contiene al 
[-9,9] dado por el polinomio de aproximación de grado 302. 

Figura 7. Aproximación gráfica de la función de densidad de 
probabilidad normal estándar

Fuente: elaboración propia.

Sobre este último truncamiento, es posible hacer aproximaciones 
numéricas de la función de distribución de probabilidad normal están-
dar,
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Haciendo uso del instrumento expuesto en la figura 5 se obtiene 
los siguientes valores: 

Figura 8. Aproximaciones de valores P[0 ≤ Z ≤ 9]

Fuente: elaboración propia.

Los valores dados en la figura 8 son muy cercanos a los valores 
que se dan en la figura 3. Para verificar la calidad de la aproximación 
se deben comparar dichos valores. Haciendo uso de la fórmula de error 
relativo propuesto en la metodología, se tienen los siguientes valores 
αh:

Tabla 1. Error relativo entre valores para P[0 ≤ Z ≤ 9]

Fuente: elaboración propia.



24

REITUMESCUELA DE INGENIERÍAS Y TECNOLOGÍAS

24

De los resultados obtenidos en la tabla 1, los datos de la columna 
del error relativo αh son menores al indicador de prueba; es decir: todos 
los valores αh  ≤ α=1.0 X 10-15

Una representación gráfica de la función de distribución de pro-
babilidad normal estándar se obtiene haciendo uso del instrumento, 
figura 5: 

Figura 9. Aproximación gráfica de la función de distribución de pro-
babilidad normal estándar 

Fuente: elaboración propia.
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De forma similar al anterior procedimiento, se realizaron aproxi-
maciones numéricas y gráfica para la función erf(-6 ≤ z ≤6):

Figura 10. Aproximaciones a la función erf(t)

Fuente: elaboración propia.

Comparando los valores dados en la figura 4, respecto a los dados 
en la figura 10, mediante la fórmula de error relativo, se tienen los si-
guientes valores αh:

Tabla 2. Error relativo entre valores para erf(z) 

Fuente: elaboración propia.

De los resultados obtenidos en la tabla 2, se encuentra que en las 
columnas del error relativo αh, todos los valores son menores al indica-
dor de precisión propuesto en la metodología, es decir que αh  ≤ α=1.0 X 
10-15.
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Análisis de la complejidad del algoritmos iterativo y recurrente

Duch, A. (2007) menciona que, para analizar la complejidad de un al-
goritmo iterativo, es útil desglosarlo en pasos y considerar la compleji-
dad de cada uno:

Las operaciones de inicialización de variables como m = 0, H = 1, f gxt 
= 1 y fac = 1 son operaciones de tiempo constante, es decir, O(1).

En cada iteración del bucle while, se realizan operaciones como el 
cálculo de derivadas, integrales y actualizaciones de variables. La com-
plejidad de estas operaciones dependerá de las funciones utilizadas 
para el caso de polinomios de una variable. La derivación y la integra-
ción simbólica se realizan aplicando reglas algebraicas estándar, par-
ticularmente, cada término del polinomio implica cambiar el grado, 
numéricamente en uno, y multiplicar o dividir por el nuevo grado co-
rrespondientemente. Estas operaciones son computacionalmente efi-
cientes, por lo que la complejidad es la del polinomio de mayor grado 
h, que coincide con la ejecución del bucle “while” hasta que m alcanza 
el valor de h, por lo que la complejidad es lineal O(h).

Las operaciones después del bucle, y cálculos finales, son de tiem-
po constante. En general, la complejidad de este algoritmo es domina-
da por el bucle “while” y, por lo tanto, sigue siendo O(h), donde h es el 
valor final de salida del bucle.

Sin embargo, se debe tener en cuenta que el instrumento de in-
vestigación da varios resultados, requiriendo mayor capacidad de al-
macenamiento o espacio, elemento que se puede mejorar aplicando 
el instrumento solo para lo que sea suficiente y necesario para la inves-
tigación. Se puede construir un algoritmo recurrente, que solo arroje la 
variable que se desea implementar. En el caso ejemplo de esta inves-
tigación y como se puede ver en el análisis numérico, solo se requiere 
guardar en una variable el valor de las funciones  He(0,t) o H(0,t), según 
sea el tipo de polinomios de Hermite, es decir, de las definiciones 1 o 2. 
Un algoritmo recurrente puede ser el que sigue:
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Figura 11. Algoritmo recurrente de integrales para obtener 
polinomios Hermite

Fuente: elaboración propia.

Duch, A. (2007) también afirma que para analizar la complejidad 
del anterior algoritmo recursivo, es importante considerar la cantidad 
de operaciones realizadas en cada llamada recursiva y cuántas llama-
das recursivas se realizan en total. La complejidad temporal se refiere 
a cómo crece el tiempo de ejecución en relación con el tamaño del 
problema.

En el caso base m == p + 1, la función simplemente devuelve el valor 
de tipo*fg0t/sqrt((3-tipo)*pi), cuyas operaciones son constantes, lo cual 
implica un tiempo constante O(1).

Para el caso recursivo, se calcula la derivada dH del polinomio ac-
tual H; se evalúa dH en x = 0 para obtener dH0; se actualiza el polinomio 
de Hermite H mediante una integral y algunas operaciones aritmé-
ticas; se actualiza el factorial fac; se actualiza la función generadora 
fg0t; se realiza una llamada recursiva con parámetros actualizados. 
Cada actualización se da con operaciones aritméticas básicas de tiem-
po constante O(1)

Ahora, para analizar la recurrencia de la función, se tienen la ecua-
ción:

La función hace una llamada recursiva con m aumentado en 1 en 
cada iteración hasta que alcanza el caso p + 1. Por lo tanto, la cantidad 
total de llamadas recursivas es p + 1.

Para resolver esta recurrencia, se puede usar el método de susti-
tución. Suponga que:
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donde c es una constante determinada y g(m) es una función que 
representa el término de las operaciones recursivas. Sustituyendo esto 
en la ecuación de recurrencia:

Simplificando y resolviendo para g (m):

Esto implica que g(m) es una función constante en términos de m, 
y la complejidad total de T(m) es O(m). En resumen, la solución aproxi-
mada de la recurrencia es:

Los resultados del análisis del algoritmo iterativo y del algoritmo 
recursivo coinciden con el tiempo de ejecución, evidenciando en la si-
militud de los tiempos de ejecución de los códigos expuestos en las 
figuras 7, 8, 10 y 11.

Estos tiempos de ejecución son finitos y relativamente bajos. Sin 
embargo, es posible mejorarlos guardando en una variable el resul-
tado que arroje, por ejemplo, el polinomio de aproximación para los 
valores de la función de distribución de probabilidad normal estándar 
arrojado por el algoritmo recurrente, en su forma tipo string, esto es:

NormEst = (… + t**9/3456 - t**7/336 + t**5/40 - t**3/6 + t)/sqrt(2*pi)

Su ejecución es la siguiente:

Figura 12. Comando para obtener los valores de la distribución de 
probabilidad normal estándar

Fuente: elaboración propia.



29

REITUMESCUELA DE INGENIERÍAS Y TECNOLOGÍAS

29

Como se puede observar en la anterior imagen, el tiempo de eje-
cución tiende a 0 segundos.

Por los resultados obtenidos en las tablas 1 y 2, el análisis de com-
plejidad de los algoritmos de iteración y recurrencia, y la posibilidad 
de construir instrumentos, funciones y comandos que arrojen valores 
simbólicos, numéricos y gráficos a través de las recurrencias integrales 
de polinomios de Hermite, se rechaza la hipótesis nula, propuesta en la 
metodología. Esto significa que mediante estas recurrencias integra-
les es posible estudiar computacional, científica y numéricamente el 
comportamiento de las funciones error, densidad, distribución de pro-
babilidad y en general la integral de Gauss. Estos resultados se dan por 
la calidad de las aproximaciones de los valores, de las mencionadas 
funciones, relativos a los valores que arrojan los comandos de Python 
para el mismo propósito.

Discusión

Los polinomios de Hermite tienden a ser útiles para aproximar los ob-
jetos relacionados con ellos, como la función de distribución normal, 
la función error y la integral de Gauss, cuya precisión depende de la 
cantidad de términos que se sumen de la serie generadora de los mis-
mos polinomios. Los ceros de los polinomios de mayor grado pueden 
capturar más detalles de la función que se quiere integrar, resultando 
ser una función suave que puede estimarse asintóticamente, lo que 
significa que a medida que el número de puntos aumenta, el error 
disminuye de manera predecible. Este comportamiento se puede mo-
delar, pero el costo computacional también aumenta. Esto se puede 
solucionar alojando la suma de polinomios en una variable, evitando la 
generación de los mencionados objetos, cada vez que se requiere un 
valor numérico de objetos matemáticos. 

Conclusiones

Los polinomios de Hermite, al estar íntimamente relacionados con la 
función f(t)=e-t^2, son ideales para aproximar integrales que involucran 
funciones con este tipo de decaimiento exponencial, como la distribu-
ción normal estándar, la función error y la integral de Gauss. La recu-
rrencia que genera estos polinomios permite una implementación nu-
mérica eficiente, en el que el uso de cuadraturas basadas en los ceros 
de los polinomios asegura una alta precisión con un número relativa-
mente bajo de puntos de evaluación. A través de las recurrencias inte-
grales que generan los polinomios de Hermite, se exhibe una conver-
gencia exponencial cuando se utiliza para integrar funciones suaves 
como las que aparecen en el cálculo de la función error o la distribu-
ción normal. Este comportamiento de convergencia permite alcanzar 
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altos niveles de precisión con un número moderado de polinomios de 
Hermite, haciendo el método eficiente para aplicaciones numéricas 
en las que las integrales de funciones gaussianas son frecuentes. La 
fórmula de recurrencia permite generar rápidamente los términos ne-
cesarios para la cuadratura del área, reduciendo la complejidad com-
putacional. Esta estructura de recurrencia facilita una codificación di-
recta y numéricamente estable, lo que resulta en un cálculo eficiente 
y robusto de los polinomios hasta órdenes elevados.
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